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Os problemas da galeria de arte e da fortaleza

Participantes:
A partir dos 12 anos

N3o sdo necessarios conhecimentos prévios em matematica.

Preparagao:
Modelos de galerias impressos, lapis em quatro cores diferentes (por exemplo, vermelho, verde, azul,
amarelo).
Folhas em branco para cada participante poder criar a sua prdpria galeria.

Outra opcdo é realizar a atividade no exterior com giz colorido, no recreio da escola ou na rua.

Atividade 1. Proteger a galeria de arte com camaras

Imagina que estds numa galeria de arte onde estdo expostas obras de arte muito valiosas. A galeria ndo
tem a forma habitual de um retangulo ou de um quadrado, a sua planta tem uma forma muito fantasiosa,
com muitos cantos. Esta forma é composta por linhas rectas que se encontram em vértices (em
matematica, esta forma é designada por poligono). A tua missdo consiste em colocar camaras em pontos
especificos da galeria, estrategicamente, para garantir que todas as zonas da galeria podem ser vistas e
estdo sob vigilancia. Mas ha um sendo: tens de usar o menor nimero possivel de cdmaras. E estas cdmaras
s6 podem ser colocadas nos cantos de cada galeria.

A tua tarefa consiste em colocar o menor nimero possivel de camaras de seguran¢a de modo que todas as
zonas da galeria sejam vigiadas. Este problema é conhecido como o "problema da galeria de arte".

Com um lapis, podes desenhar linhas rectas a partir da cdmara para delimitar a drea que esta consegue ver.
N3o te esquecgas de que a cdmara ndo consegue ver através das paredes.

Também podes analisar a linha de visdao da cdmara com uma régua que roda para veres o que a cdmara
consegue cobrir.

1. Vamos explorar alguns exemplos simples:



e Para uma galeria triangular, é suficiente uma Unica camara, que pode ser posicionada em qualquer
vértice do triangulo.

e Para uma galeria com quatro lados (uma forma deste tipo é designada por quadriladtero), uma Unica
camara é suficiente. Se se tratar de uma forma simples com os vértices a apontar parafora (diz-se que
a forma é convexa), a camara pode ser colocada em qualquer canto, como mostra a imagem da
esquerda abaixo. Se a disposicdo for mais complexa, com cantos a apontar para dentro (cantos
cOncavos), a posicao da cdmara tem de ser escolhida com mais cuidado para cobrir toda a galeria: ver
a imagem a direita abaixo. Para a galeria a direita, é possivel uma segunda posicdo para uma camara
Unica. Consegues encontra-la?

e Uma Unica cAmara também é suficiente numa galeria com cinco lados (planta pentagonal). E sempre
possivel colocar uma Unica camara num canto, de onde se pode ver todo o interior da galeria. Ver as
imagens abaixo:




e No entanto, sdo necessarias duas camaras para esta galeria de seis lados.

e Podes verificar se sete camaras sdo suficientes para esta galeria.



e Sera que é possivel colocar apenas duas camaras para vigiar a galeria seguinte?

2. Passamos agora a uma regra matematica. Na galeria de arte abaixo, com 15 lados, sdo necessarias pelo
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menos 5 camaras para a cobrir completamente.

E impossivel utilizar menos de 5 cAmaras e monitorizar tudo. O mesmo se aplica a estas duas galerias com
16 e 17 lados.

Repara que 5 é o quociente da divisdo de 15, ou 16, ou 17 por 3. Pega em todos os exemplos acima e verifica
que, em cada caso, é possivel observar toda a galeria com um nimero de camaras ndo superior ao
qguociente da divisdo do nimero de lados por 3.

Em 1975, o matematico Vaclav Chvatal conseguiu provar que um nimero de camaras igual ao quociente
da divisdo do numero de lados por 3 é suficiente para qualquer galeria. Por exemplo,2 camaras sdo
suficientes para galerias com 6 lados, 3 camaras para galerias com 10 lados e 7 cdmaras para galerias com
23 lados. Curiosamente, a regra de Chvatal continua a funcionar secolocarmos as cdmaras no interior da
forma e ndo apenas nos cantos. Trata-se, portanto, de uma orientagao Util para a instalacdo de camaras de
vigilancia em locais com formas diferentese complicadas.



3. Uma prova muito elegante e mais simples do que a de Chvatal foi proposta pelo matematico Steve Fisk em
1978. Esta prova fornece um algoritmo, ou seja, um plano passo a passo, para determinar onde colocar as
camaras. Vamos explorar este algoritmo na galeria seguinte.

e QO primeiro passo é dividir a galeria em tridngulos cujos vértices sdo os vértices da galeria inicial.

e O passo seguinte é atribuir uma das trés cores (por exemplo, vermelho, verde e azul) a cada canto, de
tal modo que cada triangulo fique com cantos de trés cores diferentes (isto é sempre possivel).



Escolhe a cor que aparece menos. Neste caso, ha 4 pontos vermelhos, 4 pontos verdes e 5pontos azuis.
Portanto, temos duas opg¢des. Podemos escolher os 4 pontos vermelhos e resolver o problema
colocando as camaras nesses pontos vermelhos. Também poderiamoster colocado as camaras nos
guatro pontos verdes. Em ambos os casos, as quatro cdmaras sao suficientes para monitorizar tudo.

Eis um exemplo mais complicado:




Neste caso, temos 9 pontos vermelhos, 18 pontos azuis e 19 pontos verdes. Assim, ao colocar as camaras
nos pontos vermelhos, obtemos uma solugdo para o problema.

Ha outro facto interessante sobre este algoritmo: abaixo estd uma imagem da mesma galeria, mas com
triangulos diferentes dos da imagem anterior. Dizemos que "a triangulacdo ndo é unica", o que significa que
existem diferentes formas de dividir uma galeria em tridngulos. Com triangulos diferentes, temos também
cores diferentes de pontos em cada canto dos triangulos. Isto significa que, nessa galeria, existe mais do
gue uma solugdo para colocar as camaras. Na nova triangulagcdo abaixo, existem 15 pontos vermelhos, 15
pontos azuis e 16 pontos verdes. Assim, sdo necessarias 15 cdmaras, que podem ser colocadas nos pontos
vermelhos ou nos pontos azuis. Esta solugdo ndo é tdo econdmica como a anterior. O algoritmo de Fisk
fornece solucdes, mas nem sempre sdo 6timas.

e Encontradiferentes formas de dividir este poligono em tridngulos e estuda a localizacdo das cAmaras em
cada caso.




Existem solugdes muito melhores do que as fornecidas pelo algoritmo. Estas solu¢gdes envolvem apenas
uma camara. Consegues encontra-las?

e Desenhauma triangula¢do paraa qual o algoritmo fornece a solugéo abaixo (alguns tridngulos sdo muito
finos):

Desenha outros poligonos e explora o algoritmo sobre eles.

Em 1980, Jeff Khan, Maria Margaret Klawe e Daniel J. Kleitman descobriram uma regra mais econdmica
para um tipo particular de forma, uma galeria com apenas angulos retos. Esta galeria é designada por
galeria ortogonal. Tal como acima, é possivel utilizar um certo nimero de camaras para monitorizar todo
o interior da galeria. Este nUmero de cdmaras ndo é o mesmo que para a forma mais geral de galeria de
arte. Neste caso, ndo se divide o nimero de lados por 3 (como acima), mas por 4 - e truncam-se novamente
as casas decimais. Assim, se a galeria tiver 20 lados, um maximo de 5 camaras sera sempre suficiente. Se a
galeria tiver 8 lados, um maximo de duas camaras sera suficiente. Como um quarto é mais pequeno do que
um terco, isto significa que as galerias de arte que sé tém angulos retos precisam geralmente de menos
camaras!

Aideia basica aqui é semelhante a que vimos anteriormente. Mais uma vez, queremos dividir a nossa galeria
de arte em formas mais pequenas. Mas como a nossa galeria de arte tem a particularidade de ter apenas
angulos rectos, é agora possivel dividi-la em formas de quatro lados chamadas "quadrildteros". Os
quadrilateros tém de ser "convexos". Isto significa que os quadrilateros tém lados retos e vértices que ndo
apontam para dentro. (Isto ndo era possivel na galeria de arte mais gerall!)

{




Os vértices podem entdo ser coloridos com quatro cores, de tal modo que os quatro vértices de cada
quadrilatero sejam coloridos com as quatro cores.

Existem 6 vértices amarelos, 7 vértices vermelhos, 9 vértices verdes e 10 vértices azuis. Lembra-te que uma
camara colocada em qualquer vértice de um quadrilatero convexo pode monitorizar todo o quadrilatero
porque este é convexo. Colocamos simplesmente as cdmaras nos vértices amarelos.

Executa o algoritmo para esta galeria.

Desenha outros poligonos ortogonais e explora-os.
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Atividade 2. O problema da fortaleza

Imagina uma fortaleza com a forma de uma figura fechada formada com lados retilineos e vértices. O
desafio é descobrir como colocar o menor nimero possivel de camaras (ou guardas) dentro da fortaleza,
de modo a que, independentemente do local onde se esteja fora da fortaleza, pelo menos uma camara
possa monitorizar esse local.

Tal como no problema da galeria de arte, s6 podemos colocar cdmaras nos vértices da forma.

Dadas todas as fortalezas com o mesmo nimero de lados, podemos encontrar um nimero suficiente de
camaras para todas essas fortalezas. Este nUmero de camaras é o numero de lados dividido por 2, e o
resultado é arredondado para o nimero inteiro seguinte. Assim, para uma forma com 7 lados, precisamos
de um maximo de 4 camaras (porque metade de 7 é 3,5, e arredondamos para o nimero inteiro seguinte,
4).

Desenha outras fortalezas e explora-as.

Contexto matematico e recursos:

As formas fantasiosas das galerias de arte acima descritas podem ser descritas matematicamente como
"poligonos". Um poligono é uma forma simples e fechada obtida através da ligacdo entre variaslinhas
rectas. O termo "simples" significa que os segmentos de reta ndo se intersectam e o termo "fechado"
significa que os segmentos de reta se unem para formar uma forma completa sem espagosvazios. Por
exemplo, um tridangulo é um poligono de trés lados, um quadrado é um poligono de quatro lados e uma
cruz ndo é um poligono. Os lados encontram-se em pontos, que sdo os cantos da forma.Estes cantos sdo
também chamados vértices.

Os tridngulos, que sdo os poligonos mais simples, podem ser considerados os blocos basicos de construcdo
dos poligonos. Todas as formas poligonais podem ser construidas através da combinagao de diferentes
tridngulos. Consequentemente, também é possivel fazer o inverso e encontrar os tridngulos que compdem
um poligono. Este processo de divisdo de um poligono em triangulos chama-se "triangulagdo".

Se quiseres saber mais, podes visitar o sitio Wikipedia.
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_da_galeria_de_arte

E se |és em inglés, aqui estd um livro que recomendamos: Art Gallery Theorem and Algorithms, de Joseph
O'Rourke, Oxford, University Press, 1987. O livro pode ser visto ou descarregado aqui.

Criar e partilhar!
Partilha as galerias dos participantes e as fortalezas que criaste utilizando as hashtag
#idm314gallery e #idm314.

© 2023 Christiane Rousseau
Este texto estd sujeito a uma licenca international Creative Commons Attribution 4.0.
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https://www.science.smith.edu/~jorourke/books/ArtGalleryTheorems/art.html
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.fr

